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тор 1'), то на него со стороны иона действует сила - Ze2r /r 3 • Вызываемое

этой силой ускорение равно w = - Ze2r /r 3m, где т - масса электрона.

Пусть электрон обладает начальной скоростью V и пролетает мимо иона

на прицельном расстоянии Q. Время действия силы t '" Q/V, а ускорение

в течение этого времени w '" Ze2/Q2m . В разложении вектора ускорения

в интеграл Фурье основную роль играют ~частоты v порядка 1/2лt '"
'" v/2ЛQ *). Можно сказать, что частота v в основном излучается теми

электронами, которые пролетают мимо иона на прицельном расстоянии

Q '" V /2лv, а частоты в интервале от v до v + dv испускаются главным

образом электронами с прицельными параметрами, заключенными в интер-
V Q2

вале dQ '" 2л:v2 dv '" 2л z; dv.

Энергия, испускаемая каждым из таких электронов,

2 е2 2 Z2e6

I1Е ~ "3 с3 w2t ~ "3 rn2c3Q3v •

Эффективное излучение частоты v соответствует излучению электро

нов с прицельными параметрами от Q до Q + dQ, связанными с частотами

указанным выше образом, так что

4л: z2e6 dQ 8л:2 Z2e6
dqv ~ I1Е· 2ЛQ dQ ~ -3 2 3 2 ~ -3- --2-32 dv. (5.7)

mCQV тси

Последовательное вычисление эффективного излучения по форму

лам (5.6), (5.4) с вектором ускорения, найденным из решения механи

ческой задачи о движении электрона по гиперболической орбите около

иона, проведено в книге Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица [1]. Оно дает:

dq = 32л:
2

z2e6 dv ти3 (5 8)
. v 3 V :3 ..т2с3и2 при v::?> 2л:Zе2 , •

32л:
dqv= -3-

т и3ln dv
1,78л:vZе2

при

ти3

V ~ 2л:Zе2 • (5.9)

Как видим, при больших частотах точный результат отличается

от простой оценки (5.7) только численным множителем 4/VЗ = 2,3. При
малых частотах точная формула отличается от простой, помимо числен

ного, еще и логарифмическим множителем, зависящим от частоты. Дело

в том, что малые частоты излучаются при далеких столкновениях с боль

шими прицельными параметрами 'Q, причем при v _ О, Q - 00 столкно-

вения с параметрамиQ > -.2
и

дают относительно все больший и больший
лv

вклад в излучение частоты v по сравнению со столкновениями с пара-

V v

метрами Q '" -2 ,которые только и учитываются при выводе простои
ЛV

формулы (5.7).
Расходимость эффективного излучения со стороны малых частот

характерна для медленно спадающего с расстоянием кулоновского поля,

благодаря чему и приобретают столь существенную роль далекие столк

новения. Эта расходимость устраняется при учете экранировки, всегда

существующей в реальном ионизованном газе. Фактически по Q в фор

муле (5.6) следует интегрировать не до бесконечности, а, скажем, до

*) Для большей точности мы сохраним численный коэффициент 2л:. (Основную

роль в разложении играют «круговые» частоты, такие, что wt - 1.)
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дебаевского радиуса d, что ограничит излучение со стороны малых частот

на частоте vmln -- v/2лd.

Следует, однако, заметить, что интегральное по спектру излучение

q = ~ dqv сходится со стороны малых частот, так как расходимость

dqv только логарифмическая и вклад пика dqv при v --+ О в интеграл

по v невелик. Поэтому если интересоваться интегральным излучением,

вопрос об обрезании прицельных параметров Q сверху, а частот - снизу

не является столь существенным.

Излучение больших частот в классической теории не зависит от час

тоты и эффективное излучение на единичный интервал частот dqv/dv
остается конечным даже при v --+ 00 *). Формально, полное излучение

q = ~ dqv расходится со стороны больших частот.
Это противоречие теории связано с несовершенством классических

представлений о движении электрона и устраняется в квантовой теории.

Большие частоты, как мы видели, излучаются при пролете электрона

мимо иона на малых прицельных расстояниях. Но согласно квантомеха

ническим представлениям электрон, обладающий начальным импульсом

р = mv, не может быть локализованточнее, чем это диктуется принципом

неопределенности I1rl1p -- h/2л. Поскольку неопределенность в импуль

се не может превышать самого импульса, нет смысла говорить о при

цельных расстояниях меньших, чем Qmln -- h/2лmv. Максимальная

частота, излучаемая при таких минимальных прицельных параметрах

по порядку величины, равна Vmln -- v/2ЛQmIП -- mv2 /h. Это ограниче

ние излучаемой частоты сверху имеет весьма наглядный физический

смысл. В квантовой теории тормозное излучение представляется следую

щим образом. Свободный электрон, обладающий начальной энергией

Е = mv2 /2, пролетая мимо иона, может испустить световой квант hv.
Если после испускания кванта он остается свободным, т. е. удалившись

от иона, обладает положительной энергией Е', то, очевидно, электрон

не может испустить квант, превышающий начальную энергию Е. Таким

Е mи2

образом, vmax = h = 2h ' что с точностью до несущественного мно-

жителя 1/2 совпадает с ограничением частоты, диктуемым принципом

неопределенности.

В квантовой механике свободный электрон представляется плоской

волной и понятие прицельного расстояния не имеет строго определен

ного смысла. Можно говорить о вероятности испускания кванта той или

ИНОй частоты, вернее, об эффективномсечении испусканияквантов с энер

гиями от hv до hv + d (hv). Количество энергии, излученной в интер

вале частот dv единичным потоком электронов, взаимодействующих

с одним ионом, равно произведению энергии кванта hv на эффективное

сечение испускания dav. Эта величина и соответствует эффективному

излучению классической теории:

dqv=hv.dav эрг.с.м2 • (5.10)

В свете принципа соответствия эффективное излучение частоты v
связано с переходом электрона с одной «стационарной гиперболической

орбиты>}, отвечающей энергии электрона Е, на другую, отвечающую

*) Это справедливо только при условии, что сталкивающиеся частицы обладают

разноименными зарядами (электрон - положительный ион). При взаимодействии

частиц с зарядами одного знака dqv/dv --+ О при v --+ 00.
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энергии Е' = Е - hv. Эффективноесечение dav , а следовательно, и эффек

тивное излучение dqv вычисляются в квантовой механике обычными

методами, через матричные элементы энергии взаимодействия электрона

с ионом.

Однако прежде чем приводить результат квантовомеханического

расчета тормозного излучения, посмотрим, каковы пределы примени

мости классических формул (5.8), (5.9) и когда, собственно, их нужно

заменять квантовомеханическими.

Согласно классическому выводу, формула (5.8) для больших частот

справедлива при условии v ~ mv3 /2:лZе2 • При этом, конечно, нет смысла

распространять ее на частоты, превышающие верхний предел, диктуемый

квантовыми энергетическими представлениями, Vmax = E/h = mv2 /2h.
Перепишем эти ограничения, накладываемые на частоту в формуле (5.8),
в виде

1 = hvmax > hv ~ !!- mv
3
=~ (5.11)

Е Е Е 2лZе2 лZе2 •

Но неравенство hv/:лZе2 ~ 1 с точностью до двойки представляет собой

не что иное, как условие квазиклассичности движения электрона в куло

НОВСком поле (см., например, [2])
hv

2лZе2 ~ 1. (5.12)

Поэтому классической формулой (5.8) для эффективного излучения

частоты v, ограниченной сверху и снизу неравенствами (5.11), прибли

женно можно пользоваться при всех тех скоростях электронов, которые

удовлетворяют неравенству (5.12). Если выполнено условие квазиклас

сичности (5.12), то область применимости формулы (5.8) простирается

вплоть до очень малых частот, таких, что hv/E "" hv/:лZе2 ~ 1. Поскольку
обычно интерес представляют кванты, не очень малые по сравнению

с kT, т. е. с энергиями электронов, и вклад пика при v --+ О в интеграль

ное излучение невелик, формулу (5.8) с успехом можно распространить

вплоть до v = О, заменив ею формулу (5.9) и тем самым устранив фор

мально расходимость dqv при v --+ О.

Преобразуем условие квазиклассичности (5.12), которое является

условием применимости формулы (5.8), так, чтобы получить условие,

накладываемое на энергию электрона,

Е= m;2 ~ ; ( 2л;е
2

у = ~::2 =IHZ2 = 13,5Z2 эв, (5.13)

где ао = h2 /4:л 2mе2 - боровский радиус, а I H = 13,5 эв - потенциал

ионизации атома водорода *).
Например, в случае водородной плазмы формула (5.8) справедлива

вплоть до температур 'порядка 10 эв "" 1000000 К; в газе из более тяже

лых элементов она справедлива до еще более высоких температур, так

как вследствие многократной ионизации возрастают заряды ионов Z.
Так, в воздухе нормальной плотности при Т = 106 ок Z ~ 6 и средняя

энергия электронов еще в четыре раза меньше (швазиклассичеСКОГQ»

предела.

При очень высоких температурах, когда выполняются неравенства,

противоположные условиям квазиклассичности (5.12), (5.13), справед-

*) Условие квазиклассичности для движения электрона в кулоновском поле

эквивалентно условию малости энергии электрона по сравнению с его энергией на

первой боровской орбите.










































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































